Durum Geri-beslemeli Denetleyici Tasarimi

Bir Girisli sistemler (m = 1)

Yapilmasi gereken isler sunlardir:
1. Sistemin yonetilebilir olup olmadigini belirle
2. Sistem yoOnetilebilirse yonetilebilirlik matrisini bul

3. YoOnetilebilirlik matrisinin tersi araciligi ile sistem denklem-
lerini yonetilebilir kanonik yapiya getiren benzerlik donusumunu
belirle

4. Kapali cevrim sistem icin kutuplarin nerelerde olmasi gerektigini
belirle ve buradan referans bir karateristik polinom bul.

5. Ilgili referans polinomu, kapall cevrim sistemin karakteristik
polinomu yapacak olan geri-besleme kuralini belirle

Elimizdeki sistem # = Axz + Bu seklinde olsun. Ayrica (A, B)
yonetilebilir olsun. Ayrica kapall cevrim sistem kutuplarinin
Ay(s) = (s—=A1)(s—=X2)---(s—A\,) = det[s[—A,] = det[s[—-(A+BK)]
noktalarinda olmasi isteniyor olsun. Bu durumda

Ag(s) =s"+an-15""t+---+ao

seklinde referans karakteristik polinomu elde edilir. Amacimiz
burada K kazanc¢ vektorunu belirlemektir.

Sistemimize ait yonetilebilirlik matrisi
c=[B AB ... A"1B]

seklinde olur ve bu matrisin ranki ilgili kabullenmelerden oturu n
dir.Yani tersi alinabilirdir.



Bu matrisin tersini alirsak

cl=
q1
seklinde olacktir. Burada matrisin son satirina q; diyelim. Diger
taraftan biliyoruz ki: C™1C =TI dir. Bu durumda

* 1 0 --- 0

» 01 -~ 0
| B AB ... AiB] =] | :
q1 0 0 1

elde edilir. Buarada son satirdan

1B =0

qlAB =0
1 A°B =0

elde edilir. Yada

gosterimi altinda

yazilabilir. Benzerlik donisimi olarak x = Q1% vada & = Qx
donusumunu kullanirsak
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gl q1A

_2 = Q é Q1A2 €T
Tn qlAn—l

elde edilir. Buradaki ifadeleri acarsak
T =qi = Ax + Bu) = q1Ax + g1 Bu = q1Ax = ¥
1=aq q1( ) = q1 qlo q1 2

7o = 1Az = 1 A(Az + Bu) = 1A%z + g1 ABu = g1 A%z = 7
> = q1 q1 A( )=aq qlo q1 3

~

Tno1=qA" 22 = A" 2(Az+Bu) = 1 A" ta+q1 A" 2By = 1 A" e = 7,
1=q1 q1 ( ) =q1 q1 0 q1
fi’n = qlAn_lab = qlAn_l(Aaj + Bu) =
=qAx + qlA”_lBu =qnA"r+u= qlA”Q_lzi + u
1
In=qA"O F +u

Tn = —QpT1 — Q1T2 — -+ — Qp_1%n + u
Bu durumda kapall olarak benzer sistem
¥ = A%+ Bu
seklini alir. Burada A = QAQ~1, B = OB seklindedir. Burada
- O 1 0 0O 7 0
0] 0] 1 0] 0
A= | : ; ; : B=|.
0] 0] 0] 1 1
| —ag —a1 —az - —op-1]
Kontrol kurall w = —Kz 4 r seklinde oldugundan ve z = O 1%

oldugundan
= K -1z
U % z+r
K
yazilabilir.



Yeni koordinatlarda kapali cevrim sisteminin durum denklemleri:
= AZ+ Bu
= —Kzi+r

e 8

seklindedir. Yada z = (A - BK)z + Br

N——
Acl
- 0 1 0 e O 7 T[0T
0 0] 1 0 0]
Ay = - 5 — || [Br Ko R,
0 0 0 1 0
| —ap —a1 —ap —ap—1] L1
i 0 1 0 0 7]
0 0 1 0
Ag = : : : :
0 0 0o .- 1
| —a0— K1 —o1— Ko —ax— Kz -+ —ap-1— Kyl

Acl(s) == ’SI — Acl’ = |8[ — Acl|
olmalidir. Yani

- _ o
s" 4+ (-1 4+ Kn)s" 4+ (a1 + K2)s + (a0 + K1) =
§"+ an—18""1 4+ -+ a1s+ao
Buradan kolaylikla
K= [ao—a0 a1 —a1 ...,ap—1— ap-1]

elde edilir. Ancak bu katsayilar yeni koordinatlardadir. Orjinal
koordinatlarda istenen kutup atamasini saglayan kazanc¢ degerleri

q1
- q1A
K=KQ=[ap—ay a1—a1 ,...,ap—1— Qp_1] .

g At

seklinde belirlenir.



Ornek: Durum denklemleri & = Ax + Bu seklinde olan sistem
durum geri beslemesi ile kontrol edilecektir. Ilgili sistemde

0 1 0 0
0
20

0 0 4.438
0O —-12 -—-24

seklinde ise kapali cevrim sistemin kutuplarini (6zdegerlerini) —34+

73 ve —24 noktalarina atayan u = —Kax + r kontrol geri-besleme

kazanclarint bulunuz?

A: B:

Aciktir ki kapall cevrim sisteme ait kararkteristik denklemin
Ag(s) = (s4+34+353)(s+3—-353)(s+24) = s34+ 30s°+ 1625+ 432

seklinde olmasi istenmektedir. Oncelikle C ydnetilebilirlik matrisi
kurulmali ve ranki sorgulanmalidir.

0 0 88.76
O 88.76 —-2130.24
20 —480 10454.88

elde edilir. Bu matrisin ranki=3 oldugundan sistem yOnetilebilirdir.
Bu durumda C matrisinin tersi

*
c = [*]
qi

_ 1
a1 = [83.76 0 O}
elde edilir. Acik cevrim sistemnin karakteristik polinomu

cz[B AB A2B}=

seklindedir. Burana

s -1 0]
|sI — A= O s —4.438
0O 12 s+24

— 2 — 3 2
= s(s2 4245+ 12 x 4.438) =3+ 24 s>+ 53.37s+_ 0

—Q (6% —QQ
seklinde bulunur.
1
o qh 88076 ? 8
= | ¢ — 88.76
A2 YO 4438
i 0 0 88.76

elde edilir. Buradan da kolaylhkla Q1! hesaplanir.



Artik sistemimizi yonetilebilir kanonik bicime donusturduk:
0
0
1

K =1[432-0 162—53.37 30—24] =[432 108.63 6]

0 1 0
A=040 1= |0 0 1 B =
0 —-53.37 -—-24

Bu durumda yeni koordinat sisteminde kazan¢ matrisi

seklide olur. Orjinal koordinatlarda ise
K=KQ= [4.86 1.23 0.3]

seklinde bulunur.



Cok girisli sistemlerde kutup atama tasarimi (m > 1)

Sistemimiz

r = Ax—+ Bu

y = Cx+ Du (1)
seklinde olsun. Kontrol kuralimiz ise u = —Kx + r seklinde belir-

lensin. Ayrica rank B = m olsun ve sistem butunuyle yonetilebilir
olsun. Yani

C = [B AB A2B ... An—lB}
matrisinin ranki n olsun.

Istenen kapali cevrim sisteminin karakteristik denklemini

Ag(s) = (s=A1)(s=X2) - (s=Xn) = s"+an_18" 4+ +ais+ag
seklinde yapmak olacaktir. Oncelikle yapilmasi gereken sistemi
yonetilebilir kanonik forma getirmektir. Bunun icin C yonetilebilirlik

matrisini sutunlarinin iliskilerini de ortaya koyacak sekilde yeniden
yazallm: Sayet B=1[b1 bx --- by] seklinde ise

C = [ by b, | Abl Abm | |An—1b1 An_lbm]

yvazilabilir. Bu matrisin icinden sol astan itibaren sirasiyla lineer
bagimsiz situnlarini secerek kurulan n xn boyutlu matris C olsun.
C icinde b; siitunundan tiremis situnlar p; adet, b, stitunundan
turemis sutunlar up adet, benzer sekilde b,, sutunundan turemis
sutunlar ise wu,, adet olsunlar.

Ornegin C matrisi
52 [bl b2 Abl AQbQ]

seklinde gibi olur (Burada p1 = 2, pu2 = 2 dir.). Yani B matrisinin
kolonlarina gore sirall degildir. Simdi bu elde edilen C matristen
B nin kolonlarina gore sirall yeni bir matris elde etmeye calisalim:

L=[b - Ay by oo Al | by o Amlp, |

Burada p; | ¢ = 1,2,...,m tam sayilarina yonetilebilirlik indisi;
bunlarin en biylgine ise (u = max p;) yonetilebilirlik indeksi
7

adi verilir.

Aciktirki butunuyle yoneilebilir bir sistemde yonetilebilirlik indis-
lerinin toplami=n dir.



Farz edelim ki bir sistemde 2 kontrol girisi bulunuyor olsun. Yani
m = 2 olsun. Ayrica bu sistemde p; = 2 olsun. Bu durumda
sistem ikinci kontrol girisi olmaksizin kontrol edilebilirdir. Yani
aslinda gereksiz yere ikinci bir kontrol girisi uygulanmistir.

Aslinda yonetilebilirlik indisleri, ilgili girise ait yonetilebilirlik alt
uzayinin boyutudur. Bu alt uzay ne kadar buyukse, ilgili giris
sistem denetiminde o derece etkilidir. Bu durumda yonetilebilirlik
indeksine sahip olan giris, sistemin yonetiminde en etkin giristir.

Su tanimlamalari yapalim:

o1 = 1

o2 = p1 + po2

Om =p1+ p2+ -+ m=mn

Simdi bu sirali L matrisinin tersini alalim

()

o1 NCi satir q1

*
*

L= '
o> NCi satir q>

om NCi sa’ur\ qm )



Bu matrisin o;'nci satirlari vasitasi ile © matrisini su sekilde kuralim:

Simdi £ = Qx ddnusumu yaparsak yeni koordinatlarda

¥ = A%+ Bu
sistemi elde edilir. Burada
_ B, _
A A Aim B _BQ__
A= Aoi A:22 Ao, B=0B= |————
Aml AmQ Amm -
B,
seklinde olusur. Burada
0 1 O --- 07 0O O O --- 07
O 0 1 0 O 0o o --- 0
A= |: = : Ay=1: :
O o o --- 1 O 0 O 0
* * * * * * * *
B = HiX - -

i X i
i#j



0O O O --- O
1 % * N
O 0 O 0
B = 0O 1 % *
O 0 0o --- O
0 0 0 --- 1

Bundan sonra tasarimi yapmak olduk¢ca kolay. Ancak tasarim
esnasinda birkac ydntem izlenebilir. Son asama ise K = KQ
bagdintisi ile K kazancini cekmektir. Bunu en iyi bir ornek uzerinde
aciklayabiliriz:

Asagdidaki sistemde kapali cevrim kutuplarini {—5, -5, —3+353 nok-
talarina tasiyan en az 2 farkll kontroldr bulunuz?

2 —-11 12 31 —1 —4

5= -3 13 —-11 -33 x4+ 1 6 w
o 4 =25 14 51 -1 -11
-3 16 —-11 -36 1 7

Yapilmasi gereken ilk is, C yonetilebilirlik matrisinin kurulmasidir.

—1 —4 6 11 | —12 —27 16 73
1 6| -6 —-20 14 59 | —24 175
-1 -11 8 37 | =20 -111 36 331
1 7| -6 =23 14 68 | —24 —-202

MATLAB altinda bu matrisi kurmak icin ctrb(A,B) komutu Kkul-
lanithr. Bu matrisin ranki 4 oldugundan sistem butunuyle yonetile-
bilirdir. Daha sonraki islem, bu matrisin kolonlari tzerinde soldan
saga dogru giderek onceki matrislere gore lineer bagimsiz n = 4
adet kolon vektorlerini toplamaktir. Yukaridaki C matrisinde ilk
4 kolon lineer bagimsizdir. Yani

C =

-1 —4 6 11
1 6| -6 —20
-1 -11 8 37
1 7| -6 =23

C=1[b1 by Aby Aby] =
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Bu durumda L matrisi
6 —4 11
—6 6 —-20
8| —11 37
—6 7 =23

seklinde elde edilir. Bu durumda pi; = pp = p = 2 seklindedir.
Bundan sonra L1 ise

1
L=[b Abi by Ab]=| _1
1

4/3 -1 3 19/3
oi| 1/3 -1 1/2 11/6

_]__
L= ~1 -4 0 3
o2 \-1/3 -1 0 2/3
o1 1/3 —1] 1/2 11/6
o— |1A| 1/6 1/6 | 11/6 17/6
| oo | T |T=1/3 -1 11/6 17/6
o2 A 1/3 4/3 | —-1/3 -4/3

Bu benzerlik doniisimi vasitasi ile benzer sistemin A ve B ma-
trisleri

0 1] 0 0 0 0

s i1 | —4/3 —7/3|8/3  7/6 |10
A=0407" = 0 0 0 1| B=¢B=|757
2 _2/3| -5 -14/3 0 1

Kontrol kazan¢c matrisinin genel yapisi ise
7= [/Eu /E12 l:ﬂ13 l:ﬁ14}
ko1 koo  koz  koa

Bu geri-beslemeyi benzer sistem uzerinde uygularsak, benzer sis-
tem Uzerinden kapall cevrim sistem

A+ BK
0 1] 0 0 oo _
—4/3 —7/3|8/3 7/6 4| L0 |k k2 ks kia
- 0 0 0 1 0 O ko1 koo koz  koa
2 —2/3| -5 —14/3 0 1
_ 0] _ 1 _ 0] _ 0]
_4/34F1n —7/34Fs | 8/34F1s  T/64 Fa
0 0 0] 1

—5+koz —14/3 4+ koq
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i§te bu arada yapimiza karar vermemiz gerekmektedir. Degisik
K secimi ile 2 farkli A yapisi olusturulabilir. Bunlar:

0 1 0 0 0 1 0 0
—ap —on 0 0 veva 0 0 ‘ 1 0
0 0 ‘ 0 i y 0 0 0 i
0 O| —Bo —b1 —ap —a1 | —a2 —a3

Bu analizler sonucu soldaki yaplyl elde etmek icin ust kosegen
bloka 2 Ozdedger, alt kosegen bloka diger 2 Ozdedger atilabilir.
Sagdaki yap! uygun gorulurse tum ozdegerleri icine alan bir kapall
cevrim arzu edilen polinomu direkt olusturulur. ve bu polinom
aracihgl ile ko1, koo, ko ve Ekoa belirlenir.

Oncelikle Ustteki kosegen blok vasitasi ile {—5, -5} 6zdegerlerini
atayalim. Sonra alt kOsegen blok ile —3+353 6zdedgerlerini atayalim:
Bunun icin

(s4+5)(s+5) =524+ 10s+ 25 = s2 4+ a5 + ag

(s4+34+53)(s+3—-3j3)=5°4+6s5s+18= 3524 B1s+ Bo
saglanmalidir. Buradan koontrolor

~ —232 72 _8/3 -7/6
= 3 3
K 2° 2/3 _13 —4/3

bulunur. Ikinci ydntemde ise yukarida anlatilan ve sadece alt
satirda katsayilari bulunan polinom olusturulabilir: Yani kapali
cevrim karakteristik denklem

(s4+5)(s4+5)(s4+34+53)(s+3—53) = s*+16534+103s°4+330s4+450

= s* + a3s3 + 05282 + a1s + g
Bunun icin kontrolor
7= 4/3 7/3 -8/3 -—-7/6
— |—448 —329: -98 —34/3

seklinde elde edilir. Gercek kontroldr ise K = KQ badintisi ile
hesaplanir.
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