Yonetilebilirlik ve Gozlenebilirlik

Tanim:(Yonetilebilirlik) Bir lineer sistemin herhangi bir tg za-
manindaki z(tp) durumunu t1 > tg olmak lzere t1 — tg sonlu
stiresinde t1 zamanindaki z(¢1) son durumuna siren bir kontrol
vektorid w(t) bulunuyor ise z(tg) durumu tg aninda yoOnetilebilir
denir. Aksi taktirde z(tg) durumu to aninda yonetilemez bir du-
rumdr.

Egder z(tp) durum uzayinda her ne olursa olsun yoOnetilebiliyorsa,
sistem tumuyle yoOnetilebilirdir Yada Kkisaca sadece yonetilebilir
denir. Tumu ile yonetilemeyen bir sistem kismen yonetilebilir bir
sistem olarak adlandirilir.

Bir + = Ax + Bu sistemi icin asagidaki dnermeler esdegerdir:

¢ A nin 6zdegerlerinin tamami katsiz ise, yonetilebilir kbsegen
bicime getirilmis sistemde, B = T—1B matrisinin hicbir satiri
tiimden sifir degilse, t = Axz-+ Bwu sistemi biitlinliyle yonetilebilirdir.

Hatirlatma:(YOnetilebilir kdsegen bicim)

1 A O -0 EZ 1
d | xo O X .- 0] ) 1
— | . =1. . . ) ) t
dt : : : : : + : u()
a:n O O c )\n _xn 1
Ornek:
d [*1 -2 -2 0 x1 ] 1 O
— |2 = | O 0 1 2| + [0 1| u(t)
dt |3 0 -3 —4] |z3] 1 1
sistemin Ozdegerleri A\ = —1, Ao = —2, A3 = —3 oldugdundan
sistemi kosegen kilan bir T benzerlik donusumu yazilabilir. Sis-
temin 6z vektérleri 3 = [-2 1 —1]T, zo =[1 0 0]" ve
x3=[-2 -1 3]T oldugundan T doniusim matrisi
-2 1 -2
T=|1 0 -1
-1 0 3
seklinde yazilabilir. Benzer sistemin B matrisi ise
N 05 2
B=|3 6
05 1

seklinde oldugundan sistem butunuyle yonetilebilirdir.



¢ xR veueR" olsun. + = Ax + Bu sistemi ancak ve ancak
= [B AB A2B ... An—lB]

nxrn

matrisinin ranki n ise yonetilebilirdir.

d |1 -2 =2 0] T 1 O
— |lz2| = | O 0 1 2| + [0 1| u(t)
ilml-l s AER Y

sisteminin yOnetilebilir olup olmadigini belirleyiniz?

Ornek

T 1 0] -2 -2 2 2]
c=|0 1|1 1 |—-4 -7
|1 1| -4 —-7|13 25 |
1 0]-2 -2 2 2 ]
c~|0 1|1 1 |-4 -7
|0 1|-2 —-5|11 23

_0—2—222'
0 —61630_

rankC =3 =n
oldugundan sistem butunuyle yonetilebilirdir.

¢ n. mertebeden © = Axz+Bu sistemi, ancak ve ancak | sI — A | B ]
matrisinin ranki her s genellestirilmis frekansi icin n ise yonetilebilirdir.

Bu teoremin her s degeri icin saglanip saglanmadigini belirlemek
neredeyse imkansizdir. Lakin ilgili matris yapisinin rank dusumu, s
degerinin A matrisinin dzdegerlerine esit oldugunda olusabilecedi
dusunuldugunde, her s genellestirilmis frekansina bakmak yerine
sadece A matrisinin 6zdegerlerine bakmak yeterli olacaktir. Bu
teste 'Popov -Belevitch- Hautus' testi (PBH) test adi verilir.

Avyrica bu test diger testlerden farkli olarak butlnuyle yonetilemeyen
bir sistemde yonetilemeyen modlarin belirlenmesinde kullanilabilir.
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Ornek:
O 1 O 1
z=10 0 1|lz+ |0 |u
1 0 O -1

sistemininin butuntyle yonetilebilir olup olmadigini belirleyiniz ve
sistem butunuyle yonetilebilir degilse yonetilemeyen modlari be-

lirleyiniz?
1 o -1 1 0 -1
o -1 1 (-0 -1 1
—1 1 0 o 1 -1

1 0 -1
C~-|10 -1 1
[O 0 O]
oldugundan rank C = 2 < 3 olarak bulunur. Bu bakimdan aciktir
ki sistem butunuyle yonetilememektedir. Simdi hangi modlarin
(frekanslarin) yonetilemedigini belirleyelim: Aciktir ki sistemin

karakteristik denklemi direkt olarak

AN =X-1=O0-1)A?+x1+1)
seklinde yazilabilir. Sistemin Ozdegerleri ise A\1 = 1 ve A3 =
—% ij§ seklindedir. Yonetilemeyen modlari bulmak icin il-
gili 6zdegerler [ sI — A | B ] matrisinde s yerine yerlestirilmeli ve
olusan matrisin rankina bakilmalidir.

C= [B AB AQB] =

A1 =1 icin
1 -1 O 1
rank [ AiI — A | B ] =rank 0 1 -1| 0 =2<3
-1 0 1 | -1
oldugundan A1 = 1 modu yoOnetilemeyen bir moddur.
Ao = —3 — 2 icin
rank [ Aol — A | B ]
L ~1 0 1
= rank 0 _%_j§ —1 0 =3=n
~1 0 SRR |

oldugundan A> modu yonetilebilen bir moddur.



Ao = —1 + %3 icin

Sistemin A3 icinde yoOnetilebilir oldugu aciktir, zira Az, A2 nin
eslenigidir.

% Yonetilemeyen mod, kararsiz bir mod oldugundan sistem (mevcut
denetim yapisi ile) hicbir sekilde kontrol edilemez bir sistemdir.

GoOzlenebilirlik(Observability)

Gozlenebilir olmak c¢ikisla durumlarin arasinda iliski olup olmadigina
baghdir.

Tanim:

r = Ax+ Bu

y = Cx+ Du (1)
sisteminin x(tg) ilk durumu, t, < t < t1 zaman araliginda giris-
cikis Olciimleri ile belirlenebiliyorsa, x(to) durumu gdozlenebilirbir

durumdur. z(t,) € X durum uzayinin herhangi bir elemani icin bu
gecerli ise, sistem blitiiniiyle gbozlenebilirdir.

Gozlenebilirligin belirlenmesinde uc¢ farkli yontem vardir:

¢ Bir 6zdegerleri katsiz siste/]? gozlenebilir kbsegen bicime getir-
ildiginde benzer sisteme ait C' matrisinin hicbir stitunu bdiitiintiyle
sifir degilse sistem blitlntyle gbézlenebilirdir.

Hatirlatma: (Gozlenebilir Kanonik Bigim)

1 A1 0 s 0 T1 51
d |z O X -+ O x2 n B2
dt | : : : : : :
Tn O O -+ M| |zn B

I

y=1[1 1 1] |2

Zn



¢ Lineer zamanla degismeyen bir sistemin
C
oA CA
CA1
gozlenebilirlik matrisinin tam siitun rankli (n) olmasi durumunda
(1) sistemi tam gdbzlenebilir bir sistemdir.

Ornek: Bir sistemde A = [8 _12}, B = [4 1] matrisleri var olsun.
Sistemin gozlenebilirligini irdeleyiniz?

Sistem icin gozlenebilirlik matrisi
141
o= 3
seklindedir. rank O = 1 < 2 oldugundan sistem butunuyle gozlenebilir
degildir.

¢ Bir sistemin tam olarak gozlenebilir olmasi ancak ve ancak
rank | sI— AT | CT | =n Vs € C ise mimkiindiir.

Bu matrisin rankini distirecek s € C degerleri ise A'nin 0zdegerleridir.
Bu bakimdan testin tium s degerleri icin degil, A'nin dzdegerleri
icin yapilmasi yeterlidir.

Meydana cikarilabilirlik (Detectability): (1) sisteminde eger
herhangi bir L matrisi icin A 4+ LC gibi kararli bir matris elde
edilebiliyor ise, (C, A) sistemi meydana cikartilabilirdir denir.

Sayet bir sistem meydana cikartilabilir bir sistem ise
rank [ s —AT | CT }

tim R{s} > 0 olan 6zdegerler i¢cin bu matris tam satir rankhdir
(rank = n).

Bu durumda 0Oyle bir L matrisi bulunabilir ki A 4+ LC kararh olur.
Yani tum Ozdegerleri sol yari s duzleminde bulunur.



Ornek:

r = Ax
y = Cx
sisteminde
1 1 O
A=1]10 1 O C=[1 0 1]
O 0 2

seklindedir. Sistemin gozlenebilir modlarini belirleyiniz?
Gozlenebilirlik kriteri
rank [ M —AT [ CT |=n VYA i=1,...,n

seklindedir. Bunun icin oncelikle A matrisinin 0zdegerleri hesa-
planmalidir. A matrisi Ust ksegen formda oldugundan dzdegerleri
kosegen ustundedir. Bu durumda Ozdegerler A1 = o> = 1 ve

A3z = 2 dir.
Genel olarak gozlenebilirlik kosulu
1
0
1

AN 0 0
[ NMI—AT [CT |=] -1 M-1 O
0 0 AN-2

seklindedir. Bu durumda

A1 =1 icin:
1 0 0|1
[ MI-AT|CT |=| -1 0 0 |O rank = 3
0 0 -1]1

oldugundan A1 meydana cikartilabilir bir moddur.

A2 = 2 icgin:
2 0 01
[ X2l —AT |CT |=] -1 1 0|0 rank = 3
0O 0 01

oldugundan A1 meydana cikartilabilir bir moddur. Tum modlar
meydana cikartilabilir oldugundan sistem meydana cikartilabilir
bir sistemdir. Yada sistem butunuyle gozlenebilirdir.



Kararh kilinabilirlik (Stabilizability)

z = Ax + Bu sistemi yada bir baska degisle (A, B) matris cifti,
eger w = Fx seklinde bir geri-besleme ile A + BF seklinde bir
kararlillk matrisi yaratilabiliyor ise kararli kilinabilir bir sistemdir.

Bu durumda aciktir ki (A, B) den kurulu bir sistem kararh kilinabilir
bir sistemse, tum kararsiz modlarin yonetilebilir olmasi gerekir.
Yani:

[ A—X | B ]
matrisinin ranki her R{A\} > 0 olan O6zdegerler i¢cin n’'e esit ol-
mahdir.

Dualite:

r = Ax+ Bu
y = Cx+4 Du (2)

sistemi verilmis olsun. Ayrica
= Az + Bu
= Cz+ Du (3)

< 8k

sistemi de tanimlansin. Burada A = AT, B =CT, C = BT
ve D = DT seklinde olsun. Bu durumda (2) ve (3) sistemler-
ine dual sistemler denir ve yonetilebilirlik ve gdzlenebilirlik dual
kavramlardir. Yani (2) sisteminin yonetilebilirligi = (3) sisteminin
gozlenebilirligidir.



Lineer Geri-beslemeli kontrol sistemlerinin tasarimi

Geri-beslemeli denetim sistemlerinin tasariminda 2 yontem goze
carpar. Bunlardan birincisi tum durumlarin Olculebilir oldugu
yapidir. Bu yapida tum durumlar oOlculur ve geri-beslenir. Buna
durum geri-beslemesi adi verilir. 1kinci yapi ise cikisin sadece
Olculerek geri beslendigi yapidir. Buna da Cikis geri-beslemesi
adi verilir.

Durum geri beslemesi yapmak her sistem icin mumkun olmaya
bilir. Zira bazi durumlar Olculebilir olmamaktadir. Yada olcumleri
cok pahali olmaktadir. Bu gibi durumlarda ise sayet sistem gozle-
nebilir ise Olculemeyen bu durumlarin kestirilerek geri-beslenmesi
gerekir. Bu tipten durum kestirimi yapan sisemlere gozleyici (ob-
server) adi verilir.

Fiziksel sistemlerde en cok cikis geri beslemesi kullanilir. An-
cak c¢iIkis geri-beslemesinin kapali ¢cevrim kararlhiligini her zaman
saglayacadini sdylemek su an icin mimkiin degildir (NP-Hard
problem).



durum geri-beslemesi

D
_|_
v w+ + x + Y
F—:QUB . J C

(r x m) boyutlu

K<\/

cikis geri-beslemesi

D
+
v w’+ + T + Y
—> F/—Q ” B / C —
- +
A
K/

~ (r x m) boyutlu



Durum Geri-beslemesi Aciktir ki kontrol isareti u(t) = Fu(t) —
Kxz(t) olmaktadir. Bu kontrol kurall

r = Ax+ Bu
y = Cx+4 Du

aclk cevrim sistem denkleminde yerine yazilirsa kapall ¢cevrim sis-
tem denklemi

t = [A— BK]x+ BF v
Acl Bd

y = [C—DK]x—I—lZFU
Ccl c

seklinde olacaktir. Bu durumda kapali ¢cevrim sisteminin tum
davranisini (kararlilik, performans, vs.) A, matrisinin 6zdegerleri
belirler.

Cikis geri-beslemesi Kontrol kurali diyagramdan da anlasilacagd
gibi rtik referans ve cikisa baghdir. Yani

u(t) = F'v'(t) — K'y(t)
seklindedir. Duzenlenirse
u(t) = F'v' = K' [Cz + DF'v' — DK'y]

elde edilir. Bu kurall acik cevrim sistem denkleminde kullanirsak:
-1 -1
&= [A — BK' [Im + DK’} C} v+ B [F’ — K [Im + DK’} DF} v

seklinde durum denklemi elde edilir. Burada matris ter alma
Lemmasi kullanilirsa

‘Ir ~K'[I.+DK| D= [ +K'D]" ‘

;= [A ~ BK' [I, + DK'] ! C} z+ B [I, + K'D] R 2%

-~
Acl B cl

elde edilir.
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