Sifirlayici polinom, Cayley-Hamilton Teoremi

Tanim: (Bir (nxn) boyutlu A matrisinin sifirlayici polinomu)

PN = XN + o N 4 Faid a0 o #EO
ile tanimli polinom sayet
p(A) 2 A"+ a, 1A oA+l =0
denklemini sagliyor ise p(\), A nin bir sifirlayici polinomudur.
Her zaman r > n olmak uzere bir sifirlayici polinom mevcuttur.

p(A), A nin r ninci dereceden sifirlayici polinomu olmak lizere,
(r — 1)'inci dereceden baska bir sifirlayici polinom yoksa, p(\), A
nin Minimum polinomudur.

Cayley-Hamilton teoremi:

AN 2 |sT—Al=X"Fan 1 NP+ +aiX+ ao
karakteristik polinom, A nin bir sifirlayici polinomudur. Bu du-
rumda

A"+ a, 1AV 4+ 4 a1A4agl =0
saglanir. Aslinda Cayley-Hamilton teoremi, her kare matrisin
kendi karakteristik denklemini sagladigini soyler.

Cayley -Hamilton teoremi degisik uygulamalarda kullanilabilir. Bun-
lardan bazilari su sekildedir:

A~1 in hesaplanmasi

AN 2 s —Al =X+ ap N+ Fard+ao
ve
A"+ ap 1AV oo Fa1A+agl =0
Cayley-Hamilton teoremi geregince gecerlidir. Simdi bu den-
klemin her iki tarafini A—! ile carpalim. Bu durumda

Al fa, 1A 2 4 a ]+ apA T =0,
aA™ = — (A" a1 AP+ Fand),

1
Al=_— (A”_l +a, A2 4.+ all) .
ao
elde edilir.



Ornek

_[3 1
A_[IQ

matrisinin tersini bulmaya calissalim. Aciktirki karaktersitik poli-
nom

A(N) =12 -5)1+5
seklindedir. Cayley - Hamilton teoremi geregince

A(A) =A% -54+5

yazilabilir. Bu denklemin her iki tarafini A~1 ile carparsak
A—-5I+5A"1=0

elde edilir. A~! yalniz birakilirsa

P

olarak hesaplanir.



n < m olmak lzere, P(xz) ve Pi(x) sirasi ile, m. dereceden ve n.

dereceden polinomlar olsunlar. Bu durumda her zaman icin
P(z) = Q(z) x P1(z) + R(z)

esitligini saglayan (n — m). dereceden Q(x) ve (n— 1) veya daha

kiicik derecen R(z) polinomlari vardir.

Ornek

P(z) =3z*+222 4+ 2+ 1
ve
Pi(z) =2°-3
seklinde polinomlar ise
3* +22° + 241 = (2° —3)(3z° + 11) + (¢ + 34)

— —

P(x) Pi(x) Q(2) R(x)

Benzer sekilde bir matris polinomu P(A)'da
P(A) = Q(A)P1(A) + R(A)
seklinde yazilabilir. Sayet P1(A) = A(A) secilirse
P(A) = Q(A)A(A) + R(A) = R(A
(A) = Q(A) _(O ) (A) (A)
olarak hesaplanir.
Ornek Cayley-Hamilton teoremini kullanarak,
_ |13 1
a=|7 2
seklinde tanimli bir matris icin
P(A) = A* +3A3 42424+ A41
matris polinomunun degerini hesaplayalim. Aciktirki
A(N) =X2-5)1+5
seklindedir.

PO =243 342224+ 241
yazilabilir. Bu durumda

P(A) = (A2 +8A+4+371)A(A) + 146A — 1841 = 146A — 1841
elde edilir. [ |



Bir 2 bodlgesi icinde siirekli bir f(x) fonksiyonunu ele alalim.
Ayrica nxn boyutlu bir A matrisinin tim 6z degerleri de bu bolge
icinde olsun. Aciktir ki, f(x) fonksiyonu sonsuz mertebeden bir
polinom ile tanimlanabilir (Egri uydurma). Yani

f@ =) ot oy R
k=0
yazilabilir. Ayrica A(z) gibi sonlu boyutlu bir baska polinomda
elimizde bulunuyor olsun. Ancak bu polinom A'nin sifirlayici poli-

nomu olsun. Bu durumda R(z) polinomunun derecesi (n—1) den
kucuk veya esit olacak sekilde

f(@) = A2) Y Bt + R(x)

k=0

her zaman yazilabilir. Burada R(z) = ag + a1z + -+ + ap_1z™ !
seklinde bir polinomdur. Bu 6zellikten yararlanarak ve A(x) in,
A nin bir sifirlayici polinomu olmasi 6zelligini kullanarak

f(A) = R(A)

yazilabilir. Ancak R(A) nin belirlenebilmesiicina; i=20,...,(n—
katsayilarinin bilinmesi gerekir. Ancak A matrisinin 0z degerleri
birbirinden farkli ise aciktir ki A()\;) = 0 olacagindan

FO)=R(O)  i=0,....(n—1)

yazilabilir. Yani diger bir deyisle, n bilinmeyen katsay! icin n adet
denklem yazilabilir.

1)



Ornek

ise sin A =7

Aciktir ki bu sistem icin karakteristik polinom A()\) = A2+ 5\ +
6 dir. Buradan A matrisinin ozdegerleri A\1 = —3 ve Ao = -2
seklinde hesaplanir. Ayrica bu sistem icin n = 2 oldugundan
R(x) = ag + aiz seklinde tanimlanabilir. f(z) ise f(z) = sinx
seklindedir. O halde

Sin \1 = R()\l) = ag + a1\

ve

Sin Ao = R()\Q) = ag + a1 \2
yazilabilir. Bu esitlikler ise

sin(—3) = ap — 31,
sin(—2) = ap — 21

seklindedir. Bu iki denklemden a3 = sin(—2) —sin(—3) ve ag =
3sin(—2) — 2sin(—3) bulunur. Bu durumda

sin(A) = aol + a1 A
esitiliginden

sin(—=3) sin(—=2) —sin(—=3)
0

sin(4) = sin(—2)

seklinde hesaplanir. [ |

og'ler katll ise yontem kiucuk bir modifikasyona ihtiyac duyar. Bu
durumda bazi denklemler (kath 6zdegere karsi dislinler) hep ayni
olur (f(\;) = R()\;)). Bu nedenle n adet lineer bagimsiz denklem
yaratilamaz. Ancak

df(\) dA — d ~—~ _ .. dR dR
ke == Ak A — A4 2 _ @

d\ |x=y,  dX A:Aizﬁ’“ A ZB‘“ T ey dA
gecerlidir.




Kisaca . 0z deger icin cebirsel katlilik m; olsun. Bu durumda m;
adet denklem

f() = R(\)

df (\) __dR
dX =y dX =y
d(mi_l)f(A) _ dmi-1) R
dA(mi=1) | galmi- |
seklinde hesaplanir. l l
Ornek:
0 1 0
A=10 0 1
27 27 9
ise edt =7

Kolaylikla gorilebilir ki A(X) = A3 —-9X2+4+271—-27=(3-)1)3=0
dir. Buradan da A matrisinin 6z degerleri A1 = A = A3 = 3 olarak
bulunur. Biliyoruz Ki

eAt — R(A) == Oéo[ -|— alA -|- CYQAQ

yazilabilir. Burada {«; | ¢ = 1,...,3} katsayilarinin c¢cozllmesi
gerekir. Bunun icin



e3t = oo + 3a1 + 9an

de d
—| = —=|aotaid+ax)?]
dA \—3 dA

A=3

te3t = o1 + 6ao

VE

t2€3t

= 200

esitliklerinin toplu ¢cozimu gerekir. Bu denklemler ¢cozulurse

9
ao = (1 -3t+ §t2)€3t

ar = (t — 3t?)e>

1 2 3t
ar = —t%e
2
bulunur. et ise
1—3t+ 2t t — 3t2 12
22—7752 1 — 3t — 9¢2 t + th e3t

27t + 812 —27t —27t2 14 6t + 3t2

olarak hesaplanir.



