Ders #2 Matematiksel on bilgi

Asadidaki lineer denklem sistemini goz onune alalim:

a11x1 + a12x2 + - -+ anTn = Y1
a21T1 + a2 + -+ acpxy, = Y2
aAm1T1 + am2I2 + ce + AmnTn - Ym

denklem sisteminde a;; ler z; ler ile y; ler arasinda iliskileri ortaya
koyar. Bu iliskileri ortaya koyan sirali dizilere katsayilar adi verilir
ve topluca bir matrisle gosterlir:

a1 a2 -+ G1n

ani an>2 ce a2n,
A= ) ] .

aml aAm2 - Amn

Bu durumda ilgili denklem

Ar =y
formunda ifade edilebilir. Buradaz™ =[z1 z2 --- ] seklindedir.
Diger taraftan y" = [y1 w2 - - ym] seklindedir.



matrisler (devam)

Eliminasyon

r+2y+2z = 2
3r+8y+2 = 12
4y~+2z = 2

denklem sistemini nasil ¢cozeriz?

1 2 1
3 8 1
0O 4 1

nin tersini almak ve soldan
2
12
2

ile carpmaktir. Ama buyuk matrislerde bu sorun yaratir. Matlab
ve benzeri programlar bunu eliminasyon teknigi ile cozmektedir.
Eliminasyon tekniginde cebirsel satir islemleri arttirilmis matris
lzerinde kullanilarak st iicgen formunda bir yapi elde edilir. Ust
ucgen formunda bir yapl

Bir yontem katsayl matrisi

*
0
0 0

seklindedir. Burada 0O ile gosterilmis elemanlar pivot eleman-
lardir. Bir matrisin tersinin alinabilmesi icin o matrise ait pivot
elemanlarin sayisi ilgili kare matrisin boyutu ile ayni olmalidir.



Denklem cozumu

Eliminasyon teknigini problemimize uygularsak:

12 1)L 2 1] 6y |H = 1
38 1|% 0 2 2% |0 [2] -2
0 4 1 0 4 1

o o [s

Acikca gorulmektedir ki ilgili denklem takimi icin katsayl ma-
trisinin 3 pivotu vardir. Yani 3 satirda lineer bagimsizdir. Yada
baska bir degisle katsayl matrisinin ranki uctur. Bu durumda den-
klemin tek bircozumu vardir. Cozumu bulmak icin ise arttirilmis
matrisi kurmali ve eliminasyon teknigini uygulamaliyiz:

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
38 1 12/% o0 2 22 6% |0 2 2 &
0 4 1 2 0 4 1 2 0 0 5 -10

Denklem takimi ise

r+2u+2 = 2
2y —2z = 6
5z = -10
olur. Buradan da kolaylikla|z= -2, ly=1|ve|x = 2 |seklinde

hesaplanir.



Elementer donusum matrisleri

Eliminasyon esnasinda elementer satir islemlerini yerine getiren
donusum matrislerine elementer matrisler adi verilir.

Ornegin
1 2 1
3 8 1
0O 4 1
matrisine elementer satir islemleri uygulanirsa ust t¢cgen formda
1 2 1
o 2 =2
O O 5

elde edilir. Bu islemleri yerine getirmek icin her adimda ilgili
matris soldan elementer matrislerle carpilir. Bu o6rnek icin yapilan

islemler:
1 0 O]f[1 2 1 1 2 1
-3 1 0|3 8 1| =0 2 =2

O O O0]J]|0 4 1 0O 4 1
Eon
1 0 O]f1T 2 1 1 2 1
O 1 of|0 2 —-2|=|(0 2 =2
\O -2 1 | O 4 1 O 0 5
Bs»

Benzer sekilde elementer stutun islemlerinde de ilgili matrisi sagdan
elementer matrislerlde carpmak gerekir. O halde U ust ucgen
formunda bir matris ise

EzE01A=U
gecerlidir. O halde bizi A dan alip U ya tasiyan donusim
1 0 O 1 0 O
T2 F3FEp=1(0 1 0|[-3 1 0
o -2 1 O O O

olarak belirlenir.



Lineer donusum

Lineer Donusum

1 2 1 2 2
3 8 1 1| =112
0O 4 1||-2 2

——— e N
A x Y

Ne anlama geli__r? Aslinda A : X — Y seklinde lineer uzaylar arasi
donusumddur. Ornedimizde X ve Y 3 boyutlu uzaylardir. Yapilan
islem ise su sekildedir:

b E -l B e

A x Y

Baz vektor: Bir X uzayinda herhangi bir vektoru gostermek icin
gerekli olan lineer bagimsiz vektorlere ilgili uzayin baz vektorleri
adi verilir.

Simdi A : X" — Y™ donusumunu ele alalim. Ayrica, farz ede-
limki {z1,z2,...,2,} X uzayinin, {y1,y2,...,ym} Y uzayinin baz
vektorleri olsun. O halde X uzayindaki her baz vektorinde Y
altinda A Uzerinden bir goruntusu vardir ve bu gdruntuler Y
uzayinin baz vektorleri cinsinden yazilabilir:Yani

Az = a1yi+a21y2 4+ -+ amiym
Axo = aioy1 +a2y2 + -+ amoym
Az, = a1py1 +a2ny2 + - + amnYm

Simdi X uzayinda rasgele bir x vektoruni ele alalim. Aciktirki bu
x vektoru X'in bazlari cinsinden

r=o1x1+ oo+ - -+ anxry, € X

seklinde gosterilebilir.



Lineer donusum

Simdi bu z vektorunun A altindaki goruntusunu ele alalim:

Ar = wo1Azx1 + oAz + -+ a,Axy,
a1(a11y1 + a21y2 + -+ - + amiym) + a2(a12y1 + azoy2 + -+ - + am2ym)
+ -+ an(ainyr + aony2 + - - + amnym)

Az = (a1100 + -+ aman)yr + -+ (@amioa + -+ Gmnn)ym
8 B
Biz biliyoruzki, x vektorunun A lineer dontusumu altindaki goruntisi
Y uzayinin bir elemanidir ve o goruntu Y uzayinin bazlari cinsin-
den goOsteilebilir. Bu gosterim yukaridaki denklemde de acikc¢a
gOrilmektedir. O halde G;|i = 1,...,m ler = in A altindaki
goruntusunun koordinatlaridir.

a; |t =1,...,n x vektorinlin X uzay! altindaki koordinatlari ise
ve Bili=1,...,m ler z in A altindaki gorintusiiniin koordinatlari
ise koordinatlar arasi donusum
1 a1 a2 - Glp a1
B2 a1 a2 -+ G2y a2
ﬁm aml am?2 s Amn On
A\ J/
Vv
A

Yada bir baska degisle

g1 a1 aiz ain
2 as1 a2 aon
| = | a1+ e R .| an
6m am1 am?2 Amn

yazilabilir. Buradan su sonuc¢ net bir sekilde cikartilabilir:
A= [Az1 Azx --- Az,

Yani A lineer donusumuniun sutunlari X uayinin baz vektorlerinin
A altindaki goriuntuleridir.



Hangi matrislerin tersi alinabilir?

e Matris kare olmali

e Kolonlar veya satirlar lineer bagimsiz olmali (Determinat

# 0)

Ornek B 2] matrisinin tersi yoktur. Buna karsin B 3] ma-

trisinin tersi vardir.

Bir matrisin tersinin elementer satir islemleri ile hesabi Ornegin
bir A matrisinin tersini bulmak icin ilgili matrisin kolonlari ayni
boyutta bir I matrisi ile arttirthr. Elde edilen matris aciktirki
[A|I] olacaktir. Daha sonra bu matrise elementer satirislemleri
uygulanarak

E[A | Il=01 | F]
elde edilir. Yani E[A | I|=[FA | E]l]=1[l | E].Bu du-
rumda E = A~! olur.

Ornek B ?} matrisinin tersini bulalim:
1 Oo]f1t 3 1 0] _[1 3 1 O
2 1||2 7 0 1T |0 1 -2 1
1 -3][1 3 1 o] _[1 0o 7 -3
0o 1]l0 1 -2 1]=[0 1 -2 1
7

~1
.1 3 _ -3
AcIKtirki [2 7] = [_2 1 ]



Bir matrisin tersi yoksa situnlari(satirlari) lineer bagimhdir. Yani
Jr #0, > Ar = 0. Yada N(A) # 0. Burada N(-) ilgili matrisin
sifir uzay! operatorudur.

Ornegin B ‘g’] matrisinin tekil oldugu aciktir. Bu durumda oyle

2 &) [i] = o

yazilabilir. Gercekten de
13
T=1-1

sifirdan farkl bir vektordur ve bu esitligi saglar.

bir r = m vardir Ki

Bir matrisin transpozu Bir A,,x, matrisinin transpozu AT seklinde
gosterilir ve A matrisinin satirlarinin situn seklinde yer degistirilmesi
ile elde edilir. Boyutu ise n x m dir. Ornegin

a b]" __la ¢

c d| T |b d
dir.
Transpoz operatorunun ozellikleri

(AB)T =BTAT
dir. Sayet A matrisi A € C ise AT yerini A* islemi alir. A*, A nin
kompleks konjuge transpozudur. Simetrik bir matriste AT = A
dir.

Bir matrisin adjointi adjA ile g0osterilir. Bu matris A matrisinin
ko-faktorlerinden olusturulmus matrisin transpozuna esittir.

Ornek
1 O —2]
A=1|2 3 O
1 2 -1
matrisinin kofaktorleri Ci11 = —3, Cip = 2, Ci13 = 1, Cr1 = —4,
Cor =1, Ci13 = =2, (31 = 6, C3p = —4 ve (33 = 3 dur. Bu
durumda

-3 -4 6
adjA= |2 1 -4
1 -2 3

olur.



Determinant det A = |A| ile gOsterilir ve her kare matrisle iliskilendirilmis
bir sihirli sayidir. Ilgili matris hakkinda cok sey soyler. 3 ozelligi
vardir:

o detl =1.

e Her satir degisikligi determinantin isaretini degistirir. Ornek
det [93] = -1 dir.

o 1.
ta tb — @ b
c d| "le d
2.
a+ada b+¥V| __|a b_|_a’ b
c d “|lec d c d

Yani bir satir icin determinant lineerdir.
Bu 3 Ozellikten 7 o0zellik daha turetilebilir:

e Bir matriste 2 esit satir varsa o matrisin determinanti sifirdir!
(Neden?) Cevap: A matrisinin 2 satiri ayni olsun. O ki
satirin yerini degistirsek te, ilgili matris degismez. Ancak
matrisin determinantinin isareti degisecektir. Bunun ola-
bilmesinin tek kosulu det A = 0 olmasidir.

e Birsatirin bir sabit ile carpilip diger bir satirdan cikartilmasi(satir
ile toplanmasi) matrisin determinantini degistirmez.



ispat:

a
c—la d-—1b

b a b

c d‘_l

a b
cd’_i_

a b | _
—la —Ilb| —

a b
a b

e Bir matrisin bir satiri tumden sifir ise, o matrisin determi-

nanti sifira esittir.

ta tb — @ b
c dl— "l d
ifadesinde ¢t = 0 alinirsa
a bl _
0 - d| =0

olur.

di * * *
_ 0 do * *
U=10 0 ds =
O O O dg
ust udcgen matrisinin determinanti detU = d1-d>-ds-da dir.
Ispat: * terimlerinin hepsi elementer satir islemleri ile 0
yapilabilir. Bilindigi gibi elementer satir islemleri matrisin
determinantini degistirmez. Bu durumda
di 0 0 O
(7 _ 0 d2 0 0
— 10 O ds3 O
O O O dg

elde edilir. Aciktir ki detU = detU. Buradan da

1 00 O
det U = det U = dydodada 8 é ? 8 — dydodsds
0 0 0 1

elde edilir.
A tekil bir matris ise (sifir satir iceriyorsa) det A = 0 dir.

det(AB) = (det A)(det B) dir.
Ornek: detA ! =7 A 1A =1, (detA 1)(detA) = 1 Bu-

radan da det A~ ! = Jetd elde edilir.

det AT =det A

10



Ornek:

a b| _
c d|

a O

a O
cd‘+

a O
CO‘_'_

o bl.l0 b
Od|Jr

¢ o|+‘o d

0O b| __
c d|

‘ = ad—bc

11



Lineer Vektor uzaylari

X lineer vektor uzayinin elemanlari, vektor adi verilen ve F skaler-
ler cismi uzerinde tanimlanmis yonlendirilmis doru parcalaridir.
Ilgili uzayin bir vektdr uzay! olabilmesi icin o uzayin toplama ve
carpmaya gore kapali olmasi gerekir. Yaniz € X, y € X vea,b e F
olmak uzere, ax + by € X olmasi gerekir. Bu durumda = — y
kartezyen duzlemi 2 boyutlu bir vektor uzayidir.Ancak bu uzayin
birinci ceyrek dilimi bir vektor uzay! olusturmaz. Ayrica orjinden
gecen bir dogru br vektor uzay! olusturken, orjinden gecmeyen
bir dogru bir vektor uzay! olusturmaz.

/ bu bir vektor uzayidegil

d T

bu bir vektor uzay

Bu durumda 2 boyutlu bir uzayda
e Uzayin kendisi
e orjinden gecen herhangi bir dogru
e sifir vektorunin kendisi
bir alt uzay olusturur. Diger taraftan 3 boyutlu bir uzayda
e Uzayin kendisi
e orjinden gecen herhangi bir duzlem
e orjinden gecen bir dogru
e sifir vektorunun kendisi

bir alt uzay olusturur.

12



Matris alt uzaylari

Bir matrisin kolonlarinin lineer kombinasyonu bir ga_lt uzay olusturur.
Buna ilgili matrisin kolon uzay! C(-) adi verilir. Ornegin

1 3
2 3
4 1

o[-

27 g, by
5| L3 ba

her b icin ¢cOzumu var mi? Bazi b ler bu denklemi ¢cbzer, hangi b
ler? Ornegdin

A=

matrisinin kolon uzay!

dir. Simdi

PWONH
NP

icin cozum vardir. Ayrica

b=

icinde cozum vardir. Acikcasl ¢cozumun var olabilmesi icin b &
C(A) olmahdir.

13



Bir matrisin sifir uzayi

Ayni A matrisinin sifir uzay! aslinda Az = 0 yapan x vektorleridir.
ancak =z = 0 her zaman bu esitligi sagyacagindan biz genelde
x # 0 larla ilgileniriz. A matrisinin sifir uzayr N(A) seklinde
gosterilir. Yani:

1 1 2 0
2 1 3| [* _|o
3 1 4| |*2] = o
4 1 5] LT3 0
Ornegin

0

0| e N(A)

0

-1 1 -1
dir.Sifir uzay! orginden gecen bir dogrudur. O halde bir alt
uzaydir. Cebirsel olarak ispat edelim:

Ispat: = ve z* € N(A) olsun. Aciktirki Az = 0 ve Ax*
dir. Ayrica buradan A(x + z*) = 0 ve A(cx) = cA(x)
yazilabileceginden N'(A) bir lineer vektor uzaydir.

Bir matrisin sifir uzayi nasil hesaplanir? Ornedin

1 -1 1
dir. Digerleri [ 1 ] [—1], yada c¢ bir skaler olmak uzere c [ 1 ]

=0
=0

1 2 2 2
A= |2 4 6 8
3 6 8 10

matrisinin sifir uzayini hesaplamaya calisalim. Bunun icin yapilmasi
gereken islem: elementer satir islemleri ile ilgili matrisi ust uc¢cgen
formuna getirmektir. Bu eliminasyon ile su sekilde yapilir:

1 2 2 2] [1 2 2 2] 1] 2 2 2
A=12 4 6 8|~ |0 0 2 4|~ .
0 0 4
1 2 4
|3 6 8 0 O O 0 0 T o
Burada| - | elemanlari pivot elemanlardir. Pivot elemanlarina karsi
gelen carpanlar] - | ile gOsterilirse aradigimiz vektor
2 2 of |LE 0
o 10
0 0O |2] 4 = || ~ |O
0 O 0 O = 0
= 4_

14



esitligini saglayan x vektorudur. Burada x vektoru uzerinde kutu
ile isaretlenmemis olan elemanlar serbest elemanlardir ve onlara
istenilen degerler verilebilir. Bu durumda

2 2
N =c|g|+d|5
0 1

dir. A matrisinin ranki ilgili matrisin pivot sayina esittir. Lineer
bagimsiz 6zel ¢oziimlerin sayisi (sifir uzayinin boyutu) ise n, A
matrisinin kolonlarinin sayisini gostermesi durumda

rankA = n — #pivot(A)

dir. Yani kisaca

Ozel Coziimlerin lineer kombinasyonu = N(A)

dir.



