Ders #1 Matematiksel modelleme

e Elektrik devrelerinin modellenmesinde Kirchoff'un akim ve
gerilimler kanunu (Bir diigiime giren akimlar toplami ile dii-
gimden cikan akimlar toplami birbirine esittir.)

e Mekanik sistemlerin modellenmesinde ise Newton kanunlari
gecerlidir (Bir cisme bir yonde etki eden kuvvetler toplami
daima sifirdir).

Durum Bir sistem de haraket eden her biyiklige (tirevi
olan hersey) sistemin durumu adi verilir.

Bu nedenle bir sisteme ait durum denklemleri o sistemin
tum dinamik davranisini ortaya koyar.

Bir elektrik devresinde durumlar bobin akimlari ve kapasite
gerilimleridir.

Mekanik sistemlerde durumlar ¢cogu zaman yer degistirme,
hiz ve ivme buyuklukleri olarak secilir.

Ornek olarak su devrenin durum denklemlerini elde etmeye
calisalim:
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Elektriksel Sistemlerin modellenmesi

Lgir(t) = Vi(t) , CgVe®) = ic(t), ic(t) = ir(t) = i(t) secimi
altinda durum denklemleri

L%z’L(t) — V(1) — Ri(t) — Ve (t)

C%VC(t) —i(t)

yazilabilir. Durum degiskenleri tlrevi alinan hersey olmasi gerektiginden
z(t) = [i(t) Vo(t)]T seklide secilebilir. Bu durumda durum den-
klemleri kapali formda x = Ax+ Bu yapisinda su sekilde gosterilebilir:

da T4 ] _ [-R/L —=1/L] [ i(t) 1/L
i beoo) = 71 T o+ [ v
Farz edelimki ¢ikis Vo (t) olsun. Bu durumda cikis denklemi y(t) =

i(t) .
[0 1] [Vc(t)] olacaktir. Toplu gosterecek olursak

#(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cuxz(t) + Du(t)

elde edilir. Burada z(t) € R*, u(t) € R™, y(t) € RP seklindedir.
Burada z(t) durum vektoriudir ve n— boyutlu uzayin elemanidir.



Ornek 2

devresinin durum uzayl modelini elde edelim: Oncelikle enerji
tutan elemanlara ait denklemleri yazalim.

m%u(t) — e(t) — Ruir () — Vo (D),

C%Vc(t) = i1(t) — ia(t)
ve

d
Lgaig(t) = Vc(t) — Rgig(t)
durum vektoru

x = [i1 2 Vg
seklinde secilirse durum denklemleri:

d ’il(t) —Rl/Ll 0] —1/L1 il(t) 1/L1

— [1,2(15)] = [ 0 —Ry/L> 1/L2] [ZQ(t)] + [ 0 ]e(t}
e —i/c o | e 0

Cikis denklemi ise

i1(t)
y(t) =[0 Rz 0] [iz(t)]
Ve (t)

seklinde olur.



Mekanik Sistemler

Mekanik Sistemler hareketleri goz onltne alindiginda 2 ana gruba
ayrilir. Bunlar: Duzlemsel hareket, dairesel hareket. Newton'un
hareket yasas! gecerlidir.

Duzlemsel hareket

> Kuvvet = M X a

Burada Kuvvet [N] cinsinden M [kg] cinsinden ve a ivmesi [m/s?]
cinsinden goOsterilir. Surtunmesiz bir yuzeyde hareket eden bir
cismin f(t) kuvveti altindaki dinamik davranisi

x(t)

M .

/J ME(t) = f(t)

surtunmesiz

seklinde olur. Gergcek hayatta fiziksel sistemler surtunmelere
maruz Kalirlar. Surtinmeler 3 tip olur. Bunlar: Statik surtinme,
Coulomb surtunmesi ve Viskoz surtiunmesidir. Statik surtunme
sadece kutle harete ilk basladiginda harekete ters yonde etkir.
Sistem hareket ederken etkisi sifirdir. Yani Fsiatik = +(Fs)|i=o0-
Coulomb surtunmesi ise sabit genlikli bir kuvvettir ve sistem
hareket yonunun tersi yonunde sisteme etkir. En sik karsilasilan
surtunme tipi ise hizla orantili sirtunmedir. Bu surtiinmeye vizkoz
surtunmesi adi verilir. Yani F, = Bz. Yaya etkiyen kuvvet f(t)
ise yayin bu kuvveti karsilama kuvveti yayin uzamasi ile orantilidir.
Benzer sekilde bir damper elemanina etkiyen kuvvet f(t) ise
damperin bu kuvveti karsilama kuvveti elemanin uzama hizi z(t)
ile dogru orantiidir. Burada yay sabiti k; viskoz surtiinme kat-
sayisl ise [ ile gosterilmistir.




Ornek

2(t)
ilk durumda sistem denge halinde olsyn.
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Sisteminin durum denklemlerini elde edelim: Yapilmasi gereken
ilk is serbest cisim diyagramini cizmektir.

x(t)
}_.

S @K\k Iy g
| ) F(t)
M —->
/ fg fﬁ f 3
L
B

Hareket denklemleri ise
fQt) — fx — fa= Mz

f(t) —kxr— Bz = Mz
seklide yazilabilir. Durum vektorii ise n £ [z ¢]T seklinde secilebilir
(Durumlar tirevi olan herseydir!). Bu durumda, durum denklem-
leri

) 0 1 0
0= | a1+ [1n] SO
seklinde olur. Cikis denklemi ise
y(t) =1[1 O]n

olarak alinabilir.



Doner hareketli sistemler

Diizlemsel hareket ile dairesel (Doner) hareket arasi iliskiler su
sekildedir:

Dogdrusal Hareket | DOner Hareket
F [N] T [Nm]

M [kg] J [kgm?]

x [m] 0 [rad]

DoOner harekette k sertligine sahip bir cismin burulmasi sekilde
gosterilmistir:

burulma

Asadidaki sekilde gosterilen sistemde g yatak surtinmesini gosteriyor
olsun. k ise J ataletli cismi rijid mesnete baglayan cubugun
sertligini gosteriyor olun. Sistemin durum denklemlerini elde ede-
lim:
serbest cisim diyagrami
Fk Fﬂ

b | |k
T J ]
7777777 0T =
J F, = kO

s Fy =30
T(t) — 36 — ko = Jb

Durum vektori T = [9 9'] secilebilir. Bu durumda durum den-
klemleri

%[3} - [—iS/J —Bl/J} [g] + [1% T(®)

olur.



Ornek doner hareketli sistem

Ornek Asagidaki resimde kaba gosterilimi bulunan bir hard disk
konum kontrol mekanizmasini goz onune alalim.

fs=10 (91 - 92)
yandan goriiniig Ju fre = k(61 — 65)
S k » R
esnek saft I ) - ] ? Jy
3 /> £
hard-disk ™ 6, fs 0,

™ — k<91 — 92) — 5(91 — 92) = J]\,jé]

Tu k(0) — 0) + B(6r — 05) = Ty

Bu sistem icin durum vektori z7 = [01 6> 0 92} secilebilir.
Durum denklemleri ise:

T1 0 0 1 0 T1 0

d |zo| 0 0 0 1 To + 0

dt |xs| = | =k/JIuw  k/Iu  —B/Iu B/Im | |z3 1/Jy| ™
ra k:/JH —k’/JH ﬂ/JH —ﬁ/JH T4 0]



