Genel 2. mertebeden sistemler

Tanim (Dogal frekans (Natural frequency), w,) Sonumsiiz
sistemin osilasyon frekansidir. Ornegdin bir RLC devresinde R
sifir yapildiginda sistemin osilasyon yaptigi frekans gibi.

Tanim (Sonum orani (damping ratio), ()
¢ = Sonum frekansi

Dogal frekans
seklinde tanimlanir. Ornegin G(s) sistemi,

G(s) = ——

s24+as+0b

seklinde tanimlanmis olsun. Sonum yoksa, sistem kutuplari sanal
eksen uzerinde olacak ve sistem cikisi belli bir frekansta salinacaktir.
Kutuplarin saf imajiner olmasi icin a = 0 olmahdir. Bu durumda

G(s),

b
s2+b
seklini alir. Buradan da sistem kutuplari, s1> = ij\/l_) olarak

hesaplanir. Sistem girisine 1/s seklinde birim basamak fonksiyonu
uygulanirsa sistem cikis isareti

G(s) =

buradan da
y(t) = 1 — cos Vbt
elde edilir. O halde sistem icin dogal frekans

wn = Vb [rad/s]

seklindedir.
Simdi az sdonumlu bir sistem ele alalim:
b
G —
(s) s24+as+0b
seklinde olsun. Aciktir ki sistemin kutuplari
1
S12 = —% :I:E a’ — 4b
~—~

noktalarindadir. O halde tanim geredi

Sonium frekansi  |o|  a/2

¢ = Dogal frekans  w,  wn
dir. Yani a = 2Cw, yazilabilir.



Bu durumda en genel halde 2. mertebeden sistem
2

w
G = n
(s) s2 + 2¢wn + w2
seklinde ifade edilir.
Ornek
36
G(s) =
(s) s2 4+ 4.2s 4+ 36

seklinde ise bu sisteme ait ( ve w, degerlerini hesaplamaya ¢alissalim:

w2 = 36 oldugundan w, = 6rad/s ve 2(w, = 4.2 oldugundan

¢ = 0.35 seklinde hesaplanir. [ |
En genel anlamda ikinci mertebeden sistem
36
G(s) = —
s?2 4+ 4.2s 4+ 36

seklinde ise bu sistemin kutuplari
P12 = —CwnFwp\/¢% -1
seklinde degerler alir.

Sonumsuz bir sistemde ¢ = 0 oldugundan sistem kutuplari +jw,
degerlerini alir.

Az sonumlu bir sistemde ¢, O < ¢ < 1 arahidinda degisir. Sistem
kutuplari ise

P12 = —Cwp Twpy/ 1 — C2
seklinde degerler alir.

Kritik sonumlu bir sistemde ¢ = 1 dir. Bu durumda kutuplar reel
eksen uzerinde —(wy, olur ve cakisiktir.

Asiri sonumlu bir sistemde ¢ > 1 dir. Bu durumda kokler

—Cwn + wn/1 —¢?

seklinde reel eksen uzerindedir.

ve



TUum bu senaryolar asagidaki sekilde ozetlenmistir.
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Asagidaki sistemlerin davranislarini yorumlamaya calisalim: Ornegin

12
Gl = F e 710

seklinde ise, bu sistemde w, = +v12, 2¢(v/12 = 8 oldugundan ¢ =
1.55 seklindedir. Bu durumda sistem asiri sonumlu bir davranis
sergiler.

Bir diger ornek sistem
G(s) =

16

s2+ 8s+ 16
seklinde ele alinirsa, bu sistem i¢cin w, = 4, ( = 1 dir. Yani sistem
basamak seklindeki girislere kritik sonumlu bir yanit verir.

Az Sonumlu 2. Mertebeden Sistemler

Bu bolimde 2. mertebeden az sonumlu sistemlerin basamak

yanitlarini inceleyecegiz: Farz edelimki sistemimiz

w2

G(s) = n
(s) s2 4+ 2¢wp + w2
seklinde olsun. Bu sistemin girisine uygulanmasi gereken isaret
U(s) =1 olacaktir. Sistem cikis isareti ise

w2

s(s2 4+ 28wy + w?2)
seklinde olur. Bu ifade kismi kesirlere ayristirilirsa
K1 Krs + K3
Y(s) = —+ -
s 54 + 2Cwn + w;
elde edilir. Burada az sonumlu bir sistem icin ¢ < 1 oldugu un-

utulamamalidir. Oncelikle K1, K> ve K3'li hesaplayalim: Aciktir
Ki

Y(s) =G(s)U(s) =

K1(s? + 2¢Cw, + wg) + (Kos+ K3)s = wi
yazilabilir. Gerekli duzenlemeler yapilirsa

(K1 + K2)s? + (2K1Cwn + K3)s + Kiw? = w?
elde edilir. Buradan da kolaylikla

Ki+K>,=0
Ki=1
K= -1
ve
elde edilir.



Bu durumda
1 2Cwn
y(s) =~ ST 26
s 824 2¢wps + w2
yazilabilir. Burada esitligin sag tarafindaki ikinci terim cos ve sin
li terimler icermelidir. Bunun icin bu terimi

s+ a n w
(s+a)2+w? ' (s+a)2+u?
bicinde yazmaliyiz. Bunu yaparsak

Y(s)—l— s+ Cwn Cwn,
G Ao+ - &) Gt t(l- )
e—CwnCOS(wn 1-¢?) con V1-¢?
__e
| (s+¢wn)?+w2 (1-¢?) |
elde edilir.
Y(s) = = s+ Gun way/ 1= ¢
S| Gtz '] /7<z (5 + Cwn)? + w2(1 = (?)

Buradan da kolaylikla

(1) = 1— | e~ cos(wnr/1 — C2t) + %ewsm(wmh — 2
1-¢

yazilabilir. Burada

B
Acosf -+ Bsin® = Ccos(0 — ¢) C =/ A? + B2, ¢=tan_1z

Ozelligi kullanilirsa

y(t) =1— e_C“’"t; cos(wn\/1 —C2t—¢) ¢ =tan"?! ¢

1—C2 /1_C2

elde edilir.



En buyik asim zamani, Yerlesme ve Yiikselme zamanlari

Bu zaman degerlerinin hesabi esnasinda asagidaki grafikten yarar-
lanacagiz:
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Burada T, en blylk asimin (ymax) oldugu zamani gostermektedir.
T, yerlesme zamanidir ve zaman cevabinin, referans degerin %2
lik bandina hic cikmamak uzere ilk girdigi zamani gosterir.

T, hesaplanmasi

Ty, y(t) nin egiminin sifira esitoldugu ilk zaman noktasidir. Bunun
icin y(t)'nin tlrevinin alinmasi ve sifira esitlenerek zamanin cekilmesi
gerekir.



w2 WnWn

L =Y () = i T2 GF o +w2 (1=

1— 2
wnon V=

(st Cwn)?+w2(1 - ¢2)
Buradan da kolaylikla

g(t) = \/%e_c“’"tsin (wn\/ 1— g%)

elde edilir. Aciktirki y(t) = 0 ancak ve ancak sinisliu terimin ici
(nm|n=0,1,2,...) oldugunda saglanir. Yani

wny/ 1 — Czt =nm

olmahdir. n = 0 ¢t = 0'a karsi duseceginden tepe noktasi icin
n = 1 olmalidir. Bu durumda T,, zamani

7y
wn/ 1 —CQ

seklinde bulunur. [ |

T, =

%Asim (%05S)

%O0S = Ymax — Yfinal % 100
Yfinal

Bu durumda %Asim degerinin hesaplanabilmesi icin tepe degerin
hesaplanmasi gerekir. Bunun icinde

T

wn/ 1 —CQ

Ymax = y(Tp) ==Y

hesaplanmalidir.



Bilindigi gibi y(¢),

J(1) = 1— | e~ cos(wnn/1 — C2t) + %ewsm(wnwl — 2
1-¢

yazilabilir. Burada t =T, = # — kullanilirsa,
—(m C
ymax = y(Tp) = 1 — eV | cos(n) + ————sin(n)
1—¢?

elde edilir. Buradan da kolaylikla
—(

Ymax = 1 + eV 1-¢2

elde edilir. yfinar = 1 oldugundan

7(7\'

%08 = eV x 100

olur.
¢ ile Asim arasindaki iliski asagidaki grafikte gosterilmistir:

¢ = Asim iliskisi
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Ts yerlesme zamani (settling time) T, zaman cevabinin refer-
ans degerin %2'lik bandina hi¢c ctkmamak lizere girdigi noktadir.
Aciktirki sintsodial bilesenin genligi

e—(wnt 1
\/1—¢?
oldugundan
1
et ——— =0.02

olmalidir. Buradan zaman t ¢cozulurse

- In (0.02\/1—7g2> .

~
~

Cwn, Cwn,

T

elde edilir.

Simdi elimizdeki verileri (En biyik asim zamani, yerlesme za-
mani, % asim) sistem kutuplari ile iliskilendirmeye calisalim:

Jw
A
Pl jwn\/l—@:jwd
Wy
0 -
—0q = _Cwn .
Vw2 — w21 = (%) = w,
P1 = —04+ jwq
Py cosf = (




Bu durumda

s s
sz = —,
W, /1_C2 Wd
n_ 4 _4
T lwn o4

olur.

Goruldugu gibi 1), wy ile ters orantilidir. Benzer sekilde Ty de, oy
ile ters orantilidir. Bu bakimdan degisik kutup yerlesimleri degisik
zaman cevaplarina neden olur.
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p1 — Lp2

<2 > Cl - %OSQ < %OS1
Wd,
04y > 04, — T, <Tj

= Wdy — TP1 = TP2

<1 > <2 - %OSl < %OSQ
wa, < wa, = Ty > T,

Ody = 0qy — Ts, =T,

G =G — %08 = %08,
Wiy < Wiy = T, > 1),
Ody > 0qy = T, > T,
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Ornek Asgidaki grafikte kutup vyerlesimi gosterilen ikinci mer-
tebeden sistem icin ¢, wn, Tp, Ts ve %0OS degerlerini hesaplamaya
calissalim.

Jw
A
Pl - jewa = J7
N
| \\
: N s-diizlemi
| A
AN
\ » O
—04 =3
|
|
|
|
|
|
Pox - - - - - - - _]7

¢ = cosf = cos(tan~1(7/3)) = 0.394

wn =\VT72+32=17.616

Ty, = 7/wyg = 7/7 = 0.449s.

%08 = e "/V1=C % 100 = %26
Ts =4/ =4/3 = 1.333s.
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Ornek Asagidaki sekli verilen sistem icin sistem girisine 7(t),
seklinde birim basamak fonksiyonu uygulanirsa, J ve 3 nasil secilirse
sistem yaniti 0(t), %20 asim ve T, = 2sn. yapisinda olur.

fa
R
,9// B E

serbest cisim diyagrami

K=5 [k
mif J

T

Bunun icin Once serbest cisim diyagrami cizilirse, yukaridaki sekilde
gosterilmis yap! elde edilir. Buna gore sistem diferansiyel den-
klemi

JO" =1 — frx — f3
JO0" =1 — K0 — 3¢
s2J0(s) = 7(s) — KO(s) — BsO(s)
seklinde yazilabilir. Buradan da sistem transfer fonksiyonu
6(s) 1 . 1/J
7(s) Js?+ s+ K s2+08/Js+ K/J

Aciktir ki w, = 4/ K/J seklindedir. Ayrica 2¢w, = (3/J seklindedir.
T, = % = 2 olabilmesi i¢in ¢ = 4/2w, = 2+/J/K olmalidir.

Diger taraftan %20'lik asim icin { = 0.456 bulunur. Bunun icin
J/K = 0.052 olmalidir. K =5 oldugundan J = 0.26kgm? olarak
hesaplanir. [ |
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