Kararh Hal Hatalari

Kontrol Sistemlerinin tasariminda 3 onemli kriter mevcuttur. Bun-
lar gecici rejim cevabi, kararlilik ve kararl hal yanitidir. Bu bolumde
kararli ha yanitlarinin ozelliklerini inceleyecegiz.

Kararh hal hatasi, zaman sonsuza yaklasirken (t — o), 6nceden
belirlenmis giris isareti ile ¢ikis issaretinin farkidir.

Kararh hal hatasinin varligini test etmede kullanilan bazi onemli
isaretler sunlardir:

r(t)

basamak fonksiyonu

sabit pozisyon sinyali

Rampa fonksiyonu

Sabit hiz sinyali

r(t) r(t) = 5t*

Parabol fonksiyon

Sabit ivme sinyal




Bu test isaretleri su sekilde kullanilir:

Ornegin bir pozisyon kntrol sistemini gdz dniine alalim. Sistem
cIkiS isareti pozisyon ise sistem referans girisi de pozisyon ol-
malidir. Basamak giris bu durumda sistem cikis isaretinin gitmesini
istedigimiz pozisyonu gosterir. Ornedin anten konumlama veya
radar acisi kontrol sistemlerinde bu tur bir yapi kullanthr.

Rampa seklinde bir pozisyon sinyali sistemimize uygulanirsa ve
sistemin bu isareti hatasiz izlemsi istenirse sistem bu durumda
sabit hiz kontrolunu de yerine etirmis olur.

Benzer sekilde sistemin girisine parabolik bir pozisyon isareti uygu-
lanirsa sistem c¢ikil bu pozisyon isaretini hatasiz izleyebiliyorsa
sistem aslinda sabit ivmeli bir isareti de izleyebilir denir. Ivme
kontroll genellikle ulasim sistemlerinde, yuksek hizli asansor sis-
temlerinde kullanilir. Zira degisken ivme insan vucudu uzerinde
rahatsizlik yaratir.

NOT: Kararli hal hatasi tanimi sadece kararli sistemler icin gecerlidir.
Bu bakimdan kararli hal yaniti analizi yapmadan once mutlaka ka-
pall cevrim sistemin kararlihigi test edilmelidir.
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Blok divagramlar uizerinde e(t) hata isaretinin elde edilmesi

Y<f>

Simdi asadidaki sekilde gosterilen birim geri beslemeli basit kapali
cevrim kontrol sistemini goz onune alalim: Aciktir Ki burada hata
isareti F(s) = R(s) — Y (s) seklindedir. R(s) sifirdan farkl sabir
birisaret ise, sabit bir sonlu K kazanci ile hata asla sifirlanamaz.
Her zaman kiiclik bir hata mevcut olur. Zira Y(s) = KE(s)
oldugundan E(s) = R(s) — KE(s) olur. buradan da kolaylikla

E(s) =

T 7 1i(s)

olarak hesaplanir. Yani sonlu bir K ile hata sifirlanamamaktadir.

K ne kadar buyurse hata o derece azalir. Ancak K kazancinin
cok arttirilmasi kapali ¢cevrim sistemin kararhiligint bozar.

K > Y(s)




Simdi ayni blok diyvagram uzerinde ileri yol transfer fonksiyonuna
integrator ilave edelim. Bu durumda hata isareti e(t) = r(t) —
y(t) olur. Ancak y(t) aslinda e(t) hata isaretinin entegralidir.
y(t) biyidikce e(t) azalir. Integral de giderek belli bir degere
yakinsar. Bu deger aslinda r(t) dir. Hata sifir olsa dahi sistem
cikist asla sifir olmaz. Zira sifirin integrali sabit bir sayidir.

Ornek olarak bir motor iyi bir integratdr sistemidir. Motor cikis
acisal konum ise, donen bir motorun giris gerilimi sifirlansa dahi
CIKIS pozisyonu sabit bir knumda kalir. Baslangic konumuna geri
donmez. Bu bakimdan basamak girise ileri yolunda integrator
iceren sistem, sifir kararli hal hatasi verir.

+ E(s) K . Y (s)

Kararli hal hatasinin tespiti genellikle 2 yontem ile yapilabilir.
Bunlar

e Kapali cevrim transfer fonksiyonu T'(s) hesaplanir ve sistem
giris isaretindn, sistem cikis isareti cikartilir. Elde edilen
isaret e(t) hata isaretidir. Daha sonra t limitle sonsuza
goturulerek kararh hal hatasi belirlenir.

e Bir diger yontem ise Acik cevrim transfer fonksiyonu olan
G(s)'i kullanmaktir. Bu yontemde kapali cevrim transfer
fonksiyonunun belirlenmesine gerek yoktur. Bu yontem
kontrolor tasarimina yatkin bir yontemdir.

Kapali cevrim transfer fonksiyonu iizerinden kararl
hal hatasi tespiti

Kaﬂah@evrim T.F.



Aciktir Ki

E(s) = R(s) —Y(s)
seklinde yazilabilir. Diger taraftan Y (s) = T'(s)R(s) seklindedir.
Bu durumda hata isareti Laplace tanim bodlgesinde

E(s) = [1 4+ T(s)]R(s)
seklinde bulunur. O halde herhangi bir ¢ ani icin hata isaretinin
degeri

L7H{[1 + T()]R(s)}

seklinde bulunabilir. Kararli hal hatasi ise
e(o0) = lim L7 {[1 +T(s)]R(s)}
t—o0
Ancak son deger teoremi ile ters Laplace donusumu bulunmadan
da kararl hal hata degeri hesaplanabilir.

Bir zaman fonksiyonunun son dedgeri Laplace tanim bodgesinde
son deger teoremi ile hesaplanir.

Son deger teoremi geregince kararl bir rasyonel f fonksiyonunun
son degeri

f(oo) = lim sF(s)
s—0

seklinde hesaplanir. Burada f fonksiyonunun kararli olmasi gerektigi
unutulmamalidir. f fonksiyonunun kararlihidgi icin tum kutuplarinin
sol yari s-duzleminde bulunmasi gerekir. Ancak orjinde 1 adet
kutup bulunmasi kararhligr bozmaz.

Teoremin ispatina gelince:

LD} = / f@Wetdt = f(t)e
0

oldugu aciktir. Simdi

Iim/ f(t)dt = limsF(s) — f(0)
0 s—0

Cts / f(#)e~*dt = sF(s)—f(0)
0

s—0

yazilabilir. Buradan da

£(00) = £4B) = lim sF(s) — (6]

f(c0) = limsF(s)
s—0
seklinde bulunur.



Ornek T(s) bir sisteme ait kapali cevrim transfer fonksiyonu ol-
sun ve

5

T(s) =
s2+7s+ 10
seklinde tanimlanmis olsun. Sistem girisi birim basamak seklinde
degisen bir giris ise kararl hal hatasini bulmaya calisalim. Aciktirki

E(s) = R(s) =Y (s) = R(s) = T(s)R(s) = R(s)[1 —T(s)]

yazilabilir. Son deger teoremi geregince

1 5
e(oo) = limsE(s) = lims— [1 — = 0.5
s—0 s—0 S 52 —|— 7s —|— 10
olarak elde edilir. [

Cogu sistem birim geri beslemeli formda ifade edilebilir. Bu
sonuctan yola cikarak biz kapali cevrim transfer fonksiyonlarini
hesaplamadan direkt ileri yol transfer fonksiyonlri cisinden de sis-
temlerin kararh hal hatalarini hesaplayabiliriz:

R(s) - Els G(s) Y(j)

yapisini ele alalim. Aciktir Ki
R(s)
14+ G(s)

yazilabilir. Sayet bu rasyonel fonksiyon kararli ise son deger teo-
remi geregince

E(s) =

. R(s)
e(0) = IMsT—2%

yazilabilir. Simdi biz burada R(s) girisine degisik girisler uygu-
layarak kararh hal hatasinin durumunu inceleyecegiz ve G(s) ile
e(oo) arasindaki iliskiyi ortaya koyacagiz.



Giris basamak (step) fonskiyonu olursa:

Bu durumda R(s) = 1/s olur.

_ e sl/s 1
e(00) = estep(00) = !S'_r}g 14+ G(s) 14 lime_o G(s)

elde edilir. Burada e(oco) nin sifir olabilmesi i¢cin s — 0 oldugunda
yukaridaki ifadenin paydasi oo olmalidir. Bu ancak G(s)'in s =0

da bir veya daha fazla sayida saf kutbu olmasi durumunda
mumkundur. Yani

(s+1)(s+22)---
G p— > 1
2 s"(s+p1)(s+p2)--- "=
ise e(co) = 0 olur. Sayet n = 0 olursa
- (st1)(s+22) - 2120 - - -
— | _
6(00) sl—rjg (8+p1)(5—|—p2)--. p1po - -

seklinde sonlu bir deger elde edilir.

Giris rampa (ramp) fonskiyonu olursa: Bu durumda R(s) = &
olur. Kararli hal hatasi ise

(00) (00) = lim — " — jim 1
e = I1IM ———= = 1m =
e(oo €ramp (00 sl—>0 1+ G(s) S|_>0 s+ sG(s) lims_osG(s)

elde edilir. Sifir kararli hal hatasi icin kosul

lim sG(s) = oo

S§—00

olmasidir. Bunun icin ise

_ G+ 22) - .
Ry e R

olmahdir.



Giris parabolik fonskiyonu olursa:

Bu durumda R(s) = 1/s3 olur. Kararli hal hatasi ise
1

(0) (00) = lim = = tim :
e(x) = e ik(oo) = T AN =
parabolik so0 1+ G(s) s—0 82 + s2G(s) lims_os2G(s)

seklinde elde edilir. Sifir kararlhh hal hatasi icin

G(s) = (st1)(s+22)- - n>3
s"(s +p1)(s+p2)---
olmasi gerektigi acikca gorulmektedir.

Ornek Birim geri beslemeli bir sistemde ileri yol transfer fonksiy-
onunun dedgeri
G(s) = 120(s + 2)

(s+3)(s+4)
ise girisler sirasi ile r(t) = 5u(t), r(t) = 5tu(t) ve r(t) = 5t%u(t)
oldugunda kararl hal hata degerlerini hesaplamaya calisalim.

Oncelikle K.C sistemin kararli olup olmadigi sorgulanmalidir. Kon-
trol edilirse K.C. sistemin kararli oldugu gorulur. Oncelikle giris
r(t) = 5u(t) seklinde olsun. Bu durumda R(s) = 5/s olacaktir.
Kararli hal hatasi ise
. 5 5 5 5
e(oo) = lim = : = - =
s—0 1 4+ G(s) 14 lims_oG(s) 1420 21

olarak elde edilir.

Sayet giris rampa ise ve fonskiyon 5tu(t), t > 0 ise R(s) = 5/s°
olur. Bu durumda
5 5

— = 0

lim. 0sG(s) O

e(oo) =

olur.

Giris r(t) = 5t%u(t) yani R(s) = 10/s3 olursa k.h. hatasl R(s) =
5/s2 olur. Bu durumda

10 10
= — = 00
lims_o s2G(s) 0

e(oo) =

olur.



Statik hata sabitleri ve Sistem Tipi Tanimi

Bir onceki bolumde buldugumuz sonuclara dayanarak sayet sis-
tem girisi r(¢) birim basamak seklinde degisen bir giris ise

1
14 lims_oG(s)
seklinde hesaplanmaktaydi. Burada su tanimlamay! yaparsak
K, 2 lim G(s)
s—0

e(oo) =

1

1+ K,
olur. Burada K, pozisyon sabiti olarak adlandirilir. Benzer
sekilde giris birim rampa olursa k.h.hatasi

1
lims_o SG(S)

e(oo) =

e(oo) =

elde edilir. Sayet burada
K, = 1im sG(s)

s—0
tanimlamasi yapilirsa k.h.hatasi
1
e(oo) = —
Ky

seklinde gosterilebilir. Burada K, hiz sabiti olarak adlandirilir.

Son olarak sistem girisi parabolik bir fonskiyon ise R(s) = 1/s3
our ve k.h. hatasi

1
lims_o SQG(S)

e(oc0) =

seklinde bulunur. Burada
Ko 2 1im s2G(s)

s—0
tanimlamasi yapilirsa k.h.hatasi
1
e(o0) = —
K,

yvazilabilir. Burada K, ivme sabiti olarak adlandirilir.



Birim geri beslemeli bir sistemde ileri yol transfer fonskiyonu

500(s+ 2)(s+5)
(s+8)(s+10)(s+12)
seklinde ise sistem girisine birim basamak, birim rampa ve parabo-

lik isaretler uygulanmasi durumunda kararl hal hata degerini hesapla-
maya calisalim:

G(s) =

Aciktir ki, K, = lims_oG(s) = 5.208, K, = 0 ve K, = 0 oldugundan
birim basamak giris icin kararli hal hata degeri e(c0) = 1/(1 +
Kp,) = 0.161 olur. Buna karsin birim rampa ve birim parabol
girisler icin kararl hal hata degerleri oo olur.
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